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假定 Y 是赋范线性空间X的一个线性子空间，对任给的 x ∈ X，我们试图寻找 y∗ ∈ Y

使得 y∗是 Y 中对 x的最佳逼近。数学上，我们可以将问题描述为：对于给定的 x ∈ X 以

及空间 X 上的范数 p,寻找 y∗ ∈ Y 使得

‖y∗ − x‖p = inf
y∈Y

‖y − x‖p.

我们称 y∗为最佳逼近元，Y 为逼近子空间，且

∆(x, Y ) = inf
y∈Y

‖y − x‖p

为空间 Y 对 x的最佳逼近.

对空间 X 选取不同的范数将导致不同的逼近结果，我们通常考虑如下三种范数：
L∞, L1以及 L2. 当选取 p = L∞范数时，该问题为最佳一致逼近问题；当选取 p = L2范数
时，该问题为最佳平方逼近问题.

1 最佳平方逼近

定义 1. 设 X 是数域 F (R或 C)上的线性空间，若二元函数 〈 , 〉 : X ×X → F满足条件：

(1) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, ∀x, y ∈ X

(2) 〈αx, y〉 = α〈x, y〉, ∀α ∈ F, x, y ∈ X

(3) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉, ∀x, y, z ∈ X

(4) 〈x, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ X ,当且仅当 x = 0时，〈x, x〉 = 0，
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则称 X 为内积空间，且 〈 , 〉为 X 上的内积。

给定内积空间X，称函数 ‖x‖2 =
√

〈x, x〉为内积空间诱导的范数。由此引出内积空间
中的最佳逼近问题：假设 Y 是内积空间 X 的一个线性子空间，给定 f ∈ X ,寻找 y∗ ∈ Y

使得
‖y∗ − f‖2 = inf

y∈Y
‖y − f‖2.

一个自然的问题是，最佳逼近元 y∗ 是否存在？如果存在，是否唯一？下面的定理给出了
y∗的一个刻画.

定理 1.1. 假设 Y 是内积空间 X 的一个线性子空间，f ∈ X，那么 y∗ ∈ Y 是 f 的一个最佳
逼近元当且仅当

〈f − y∗, y〉 = 0, ∀y ∈ Y.

Proof. 先证充分性：如果 〈f − y∗, y〉 = 0, ∀y ∈ Y ,那么对任意的 y ∈ Y ,均有

‖y − f‖22 = ‖y∗ − f + y − y∗‖22 = ‖y∗ − f‖22 + 2〈y∗ − f, y − y∗〉+ ‖y − y∗‖22
= ‖y∗ − f‖22 + ‖y − y∗‖22
≥ ‖y∗ − f‖22.

因而，y∗是 f 的一个最佳逼近元.

必要性：假设存在 y ∈ Y 使得 〈f − y∗, y〉 *= 0. 不妨设 〈f − y∗, y〉 > 0. 那么

‖f − y∗ − ty‖22 = ‖f − y∗‖22 − 2t〈f − y∗, y〉+ t2‖y‖22.

我们可以选择充分小的 t > 0,使得

−2t〈f − y∗, y〉+ t2‖y‖22 < 0,

则有
‖f − (y∗ + ty)‖2 < ‖f − y∗‖2.

这与 y∗是 f 的最佳逼近元矛盾，因而 〈f − y∗, y〉 = 0, ∀y ∈ Y .

定理 1.1告诉我们，f 在线性子空间 Y 上的最佳逼近元就是 f 在 Y 上的正交投影. 关
于闭凸集上的投影，我们有如下刻画：

定理 1.2 (闭凸集上的投影). 设X 是 Hilbert空间，K ⊂ X 是非空闭凸集，则对任意 f ∈ X，
存在唯一的 y∗ ∈ K 使得

‖f − y∗‖2 = inf
y∈K

‖f − y‖2.
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Proof. 练习.

上述定理说明，只要线性子空间 Y 是闭的，那么相应的最佳逼近问题存在且唯一.

1.1 有限维空间的最佳平方逼近

引理 1. 假设 Y 是内积空间 X 的一个有限维线性子空间，则 Y 是闭的.

上述引理告诉我们，有限维空间中的最佳平方逼近问题始终是存在且唯一的。接下来，
我们介绍如何计算最佳逼近。假设内积空间 Y 的一组基为 φ1, . . . ,φn，即

Y = span {φ1, . . . ,φn} .

对于给定的 f ∈ X，我们试图寻找 y∗ ∈ Y 使得

‖y∗ − f‖2 = inf
y∈Y

‖y − f‖2.

定理 1.1告诉我们，这样的 y∗必然满足条件 〈f − y∗, y〉 = 0, ∀y ∈ Y . 也就是说，f−y∗ ⊥ Y .

由于 y∗ ∈ Y，不妨设
y∗ = α1φ1 + α2φ2 + · · ·+ αnφn.

由正交条件 〈f − y∗,φk〉 = 0, k = 1, . . . , n可得

〈f,φk〉 =
n∑

j=1

αj〈φj,φk〉, k = 1, . . . , n.

改写成矩阵形式为
Gα = fY ,

其中

G =





〈φ1,φ1〉 · · · 〈φ1,φn〉
〈φ2,φ1〉 · · · 〈φ2,φn〉
· · · · · · · · ·

〈φn,φ1〉 · · · 〈φn,φn〉




, α =





α1

α2

· · ·
αn




, fY =





〈f,φ1〉
〈f,φ2〉
· · ·

〈f,φn〉




.

我们称 G为 Gram矩阵，相应的行列式为 Gram行列式。如果矩阵 G可逆，则最佳逼
近元 y∗的系数向量 α = G−1fY . 事实上，由于 φ1, . . . ,φn为空间 Y 的一组基，如下定理告
诉我们，其对应的 Gram矩阵始终可逆.

定理 1.3. 假设X 是内积空间，则 φ1, . . . ,φn ∈ X 线性相关当且仅当相应的 Gram行列式为
零.
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假设我们得到了 f ∈ X 在线性子空间 Y 上的最佳逼近元 y∗ =
∑n

i=1 α
∗
iφi，则最佳平方

逼近误差为：

∆2(f, Y ) := ‖f − y∗‖22 = 〈f − y∗, f − y∗〉 = 〈f − y∗, f〉 = ‖f‖22 −
n∑

i=1

α∗
i 〈φi, f〉.

几何上，令 ∆ = f − y∗,则

〈f, f〉 = 〈∆+ y∗,∆+ y∗〉 = 〈∆,∆〉+ 〈y∗, y∗〉.

作业：求 x3在区间 [0, 1]上的二次最佳平方逼近多项式.

1.2 L2
ρ[a, b]中的最佳平方逼近

我们首先引入权函数的概念。

定义 2. 假设 ρ(x)是一个在区间 [a, b]上 Lebesgue可积的非负函数，它至多在一个零测集
上可能为零，则我们称 ρ为一个权函数.

对于任意一个定义在区间 [a, b]上的可测函数 f ,如果 ρ · f 是 Lebesgue可积的，则说 f

属于 Lρ[a, b]类；如果 ρ · f 2是 Lebesgue可积的，则说 f 属于 L2
ρ[a, b]类. L2

ρ[a, b]按如下定
义的内积构成一内积空间：

〈f, g〉 =
∫ b

a

ρ(x)f(x)g(x) dx, f, g ∈ L2
ρ[a, b].

该内积空间的范数为：

‖f‖2 =

√∫ b

a

ρ(x)f 2(x) dx.

那么，在空间 L2
ρ[a, b]上，我们可以考虑相应的最佳逼近问题：假设

Y = span {φ1, . . . ,φn} ,

其中 φ1, . . . ,φn ∈ L2
ρ[a, b]线性无关. 所谓L2

ρ[a, b]最佳逼近就是对任意的函数 f ∈ L2
ρ[a, b]寻

找一函数 y∗ ∈ Y 使得 ‖f − y∗‖2 达到最小. 利用上一小节关于内积空间上最佳平方逼近的
一般理论，可以得到 L2

ρ[a, b]上最佳逼近的存在唯一性、误差估计以及解的构造方法.

为了求解过程的数值稳定性，我们考虑由一组正交基生成的子空间. 设 ρ(x)为定义在
区间 [a, b]上的权函数，如果函数 f, g ∈ L2

ρ[a, b]满足条件：

〈f, g〉 =
∫ b

a

ρ(x)f(x)g(x) dx = 0,
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则称 f 和 g在 [a, b]上关于权函数 ρ(x)正交. 如果函数系统

φ1,φ2, . . .

中的每一对函数在区间 [a, b]上关于权函数 ρ(x)正交，则称该系统为 [a, b]上关于权函数
ρ(x)的正交函数系. 进一步，若每一个函数 ‖φk‖2 = 1, k = 1, 2, . . .,则称该系统为规范正交
系.

对于最佳平方逼近问题，如果 φ1, . . . ,φn满足正交条件，则最佳逼近元的系数为：

αk =
〈f,φk〉
〈φk,φk〉

, k = 1, . . . , n,

最佳平方逼近为：

y∗(x) =
n∑

k=1

αkφk(x) =
n∑

k=1

〈f,φk〉
〈φk,φk〉

φk(x).

误差估计为：

∆2(f, Y ) = ‖f‖22 −
n∑

k=1

|〈f,φk〉|2

‖φk‖22
.

下面我们介绍广义 Fourier级数展开的问题：假设 φ1,φ2, . . .是一组正交系统，取

αk =
〈f,φk〉
〈φk,φk〉

=

∫ b

a ρ(x)f(x)φk(x)dx∫ b

a ρ(x)φ
2
k(x)dx

, k = 1, 2, . . .

则称级数

f(x) ∼
∞∑

k=1

αkφk

为 f 的广义 Fourier级数展开.

定理 1.4. 假设 {φ1,φ2, . . .}是一组正交系统，子空间 Y = span {φ1, . . . ,φn}，则对任意给定
的函数 f ∈ L2

ρ[a, b],其在子空间 Y 上的最佳平方逼近就是 f 广义 Fourier级数展开的部分
和 Sn(x) :=

∑n
k=1 αkφk.

由于逼近误差 ∆2(f, Y ) ≥ 0,因此，我们有
n∑

k=1

|〈f,φk〉|2

‖φk‖22
≤ ‖f‖22.

令 n → ∞有
∞∑

k=1

|〈f,φk〉|2

‖φk‖22
≤ ‖f‖22,

这就是 Bessel不等式. 根据逼近误差的估计可知，上述 Bessel不等式能改成 Parseval等式
∞∑

k=1

|〈f,φk〉|2

‖φk‖22
= ‖f‖22
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的充要条件是
lim
n→∞

‖Sn − f‖2 = 0.

为了给出广义 Fourier 级数收敛的等价条件，我们引入如下定义：若一个正交函数系
{φk}∞k=1 对于 L2

ρ[a, b]中的每一个函数 Parseval等式成立，则称它是封闭的正交函数系. 给
定一个正交函数系 {φk}∞k=1，如果 L2

ρ[a, b]中再没有一个函数与一切 φk 正交，那么称它为
完备的正交函数系.

正交系的完备性与封闭性等价. 一般地，我们有如下结论：

定理 1.5. 假设 {φk}∞k=1是 L2
ρ[a, b]中一正交函数系，则下列论断彼此等价：

(1) {φk}∞k=1是完备正交系

(2) {φk}∞k=1是封闭正交系

(3) Parseval等式对每个 f ∈ L2
ρ[a, b]成立

(4) L2
ρ[a, b]中每个函数 f 的 Fourier级数都平均收敛

(5) 不存在与正交系 {φk}∞k=1中所有元素均正交的非零元

(6) span {φk}∞k=1在 L2
ρ[a, b]中处处稠密

(7) 当两个函数有相同的 Fourier级数时，它们必定几乎处处相等

例如，三角函数系 {1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . .}是 L2
[0,2π] 上的一个完备正交系. 另

外，任何一组线性无关系都可以通过 Schmidt标准正交化过程得到一个规范正交系.

作业：确定函数 ex ∈ L2
[0,1]在子空间 Y =span{1, x}上的最佳平方逼近。

2 L2
ρ[a, b]上的正交多项式

将幂函数系 {1, x, x2, . . .}通过 Schmidt正交化过程就可以得到空间 L2
ρ[a, b]的一组正

交多项式 {ω0,ω1, . . .}. 自然，根据权函数 ρ(x)以及区间的不同选择，我们可以得到不同的
正交多项式. 在介绍一些常用的正交多项式之前，我们先看看正交多项式具有哪些很好的
性质。

2.1 正交多项式的性质

在 L2
ρ[a, b]空间中，由幂函数系经正交化得到的正交多项式系有下列性质：
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（1）ωn(x)是 n次代数多项式；

（2）任何不高于 n次的多项式 pn(x) ∈ span {ω0, . . . ,ωn};

（3）ωn(x)在 L2
ρ[a, b]中与所有次数不超过 n− 1次的多项式正交.

（4）具有三项递推关系。具体来说，假设 {ωk(x)}∞k=0为区间 [a, b]上首项系数均为 1的
正交多项式，则

ωk+1(x) = (x− βk)ωk(x)− rkωk−1(x), k = 1, 2, . . .

其中，
βk =

〈xωk,ωk〉
〈ωk,ωk〉

, rk =
〈ωk,ωk〉

〈ωk−1,ωk−1〉
.

（5）ωn(x)在区间 (a, b)上有 n个互异实根.

2.2 常用的正交多项式

2.2.1 Legender多项式

当区间为 [−1, 1]，权函数 ρ(x) ≡ 1时，由幂函数系 {1, x, x2, . . .}正交化得到的多项式
称为 Legender多项式，其简单表达形式为：

Pn(x) =
1

2nn!

(
d

dx

)n

(x2 − 1)n, n = 1, 2, . . .

Pn(x)首项系数为：
2n(2n− 1) · · · (n+ 1)

2nn!
=

2n!

2n(n!)2
.

三项递推关系为：

P0(x) = 1, P1(x) = x, Pk+1(x) =
2k + 1

k + 1
xPk(x)−

k

k + 1
Pk−1(x), k = 1, 2, . . .

正交性：
∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx =





0, m *= n

2
2n+1 , m = n

2.2.2 第一类 Chebyshev多项式

区间为 [−1, 1]，权函数 ρ(x) = 1√
1−x2 ,表达形式为：

Tn(x) = cos(n arccosx).

递推关系：
T0(x) = 1, T1(x) = x, Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x)
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Tn(x)首项系数为 2n−1，且在点列 xk = cos(kπn ), k = 0, . . . , n上正负交错达到最大值 1.

正交性：
∫ 1

−1

Tn(x)Tm(x)√
1− x2

dx =






0, m *= n
π
2 , m = n *= 0

π, m = n = 0

2.2.3 第二类 Chebyshev多项式

区间为 [−1, 1]，权函数 ρ(x) =
√
1− x2,表达形式为：

Un(x) =
sin((n+ 1) arccosx)√

1− x2

递推关系：
U0(x) = 1, U1(x) = 2x, Un+1(x) = 2xUn(x)− Un−1(x).

正交性：
∫ 1

−1

√
1− x2Un(x)Um(x)dx =





0, m *= n
π
2 , m = n

作业：证明上述正交性.

2.2.4 Laguerre多项式

在区间为 [0,+∞)关于权函数 ρ(x) = e−x正交，表达形式为：

Ln(x) = ex
(

d

dx

)n

(xne−x), n = 1, 2, . . .

递推关系：

L0(x) = 1, L1(x) = 1− x, Ln+1(x) = (1 + 2n− x)Ln(x)− n2Ln−1(x).

正交性：
∫ ∞

0

e−xLn(x)Lm(x)dx =





0, m *= n

(n!)2, m = n

2.2.5 Hermite多项式

在区间为 (−∞,+∞)关于权函数 ρ(x) = e−x2 正交，表达形式为：

Hn(x) = (−1)nex
2

(
d

dx

)n

(e−x2
), n = 1, 2, . . .

递推关系：

H0(x) = 1, H1(x) = 2x, Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x).
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正交性：
∫ ∞

−∞
e−x2

Hn(x)Hm(x)dx =





0, m *= n

2nn!
√
π, m = n

3 最小二乘

给定一组数据 {(xi, yi)}ni=1,欲在函数空间 Φm = span {φ1, . . . ,φm} (m < n)中寻找一函
数 φ(x) =

∑m
k=1 ckφk(x)，使得

n∑

i=1

(yi − φ(xi))
2

达到最小. 上述问题可以写成矩阵的形式：

min
c∈Rm

‖Ac− y‖22,

其中

A =





φ1(x1) φ2(x1) · · · φm(x1)

φ1(x2) φ2(x2) · · · φm(x2)

· · · · · · · · · · · ·
φ1(xn) φ2(xn) · · · φm(xn)




c =





c1

c2

· · ·
cm




, y =





y1

y2

· · ·
yn




.

由无约束优化问题的最优性条件可知，上述问题的解满足条件：

ATAc = ATy. (1)

上述方程组 (1)称为最小二乘问题的法方程组.

从几何的角度，最小二乘问题可以看成是向量 y ∈ Rn在矩阵 A的列空间的正交投影.

换句话说，就是寻找向量 y ∈ Rn在矩阵 A的列空间的最佳平方逼近. 因此，也可以从最佳
平方逼近的角度去计算最小二乘.

作业：给定一组数据

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9

y 201 159 61 77 40 17 25 103 156

选择基函数 1, x, x2，基于最小二乘建立 y与 x的关系.
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数值积分

黄 猛*

北京航空航天大学 数学科学学院

May 22, 2023

1 简介

数值积分是一种通过近似方法求解定积分的技术。在许多实际问题中，解析方法可能
难以应用或无法解析地求出积分。考虑积分

∫ b

a

f(x) dx,

若找到 f(x)的原函数 F (x),则 Newton-Leibniz公式：
∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

（1）实际中有些被积函数的原函数不能用初等函数表示,如

f(x) =
sinx
x

, ex
2
, . . .

（2）即使能求原函数，有时计算困难，如 f(x) = 1
1+x6 .

（3）f(x)表达式未知，只有观测或数值计算给出的数据表.

在这些情况下，数值积分成为了一种重要的替代方法。

我们先从直观上感受一下数值积分。由于定积分表示被积函数下方的面积，因此一个
简单的近似方法为：将区间 [a, b]划分为 n个等距子区间，每个子区间的宽度为 h = b−a

n 。
*电子邮件: menghuang@buaa.edu.cn
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然后在每个子区间上用一个矩形或梯形近似曲线下的面积。由此，我们可以得到如下积分
公式：

（1）左矩形法：取每个子区间的左端点的函数值作为高度
∫ b

a

f(x) dx ≈ b− a

n
(f(x0) + f(x1) + · · ·+ f(xn−1)) ,

其中 xk = a+ kh, k = 0, 1, . . . , n.

（2）右矩形法：取每个子区间的右端点的函数值作为高度
∫ b

a

f(x) dx ≈ b− a

n
(f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)) .

（3）中点矩形法：取每个子区间的中点的函数值作为高度
∫ b

a

f(x) dx ≈ b− a

n
(f(x∗

1) + f(x∗
2) + · · ·+ f(x∗

n)) ,

其中 x∗
i 为每个区间的中点.
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（4）梯形法：在每个子区间上用一个梯形近似曲线下的面积
∫ b

a

f(x) dx ≈ b− a

2n
(f(x0) + 2f(x1) + 2f(x2) + · · ·+ 2f(xn−1) + f(xn)) .

直观上，我们得到了一些数值积分公式。到目前为止，我们还并不知道这些积分公式
对定积分近似程度的好坏。接下来，我们将从代数的角度提出更多的数值积分公式，并给
出误差分析。

2 基本概念

数值积分是通过对给定函数 f(x)在区间 [a, b]上进行离散化来近似计算定积分的方法。
考虑带权积分，典型的求积公式具有如下形式：

I(f) :=

∫ b

a

ρ(x)f(x) dx ≈
n∑

k=0

Akf(xk) := In+1(f), (1)

其中 xk 是求积公式的节点，Ak 是求积系数，其值与被积函数无关.

为了刻画求积公式的好坏，我们引入代数精度的概念.

定义 1. 如果某个求积公式对于次数不超过 m的多项式均能精确地成立,但对于 m + 1次
多项式就不精确成立，则称该求积公式具有m次代数精度。

为了验证求积公式的代数精度，我们只需对多项式的一组基进行验证就可以了。具体
来说，

（1）把 f(x) = 1, x, . . . , xm都代入求积公式，均精确成立；

（2）把 f(x) = xm+1代入，求积公式不精确成立；

例如：左矩形公式和右矩形公式的代数精度为 0次；中点矩形公式和梯形公式的代数
精度为 1次。
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定义 2. 如果求积公式
∫ b

a ρ(x)f(x) dx ≈
∑n

k=0 Akf(xk)满足

lim
h→0

n∑

k=0

Akf(xk) =

∫ b

a

ρ(x)f(x) dx,

则称该求积公式是收敛的，其中 h = max1≤i≤n ∆xi.

定义 3. 对任意的 ε > 0，若 ∃δ > 0，只要
∣∣∣f(xk)− f̃(xk)

∣∣∣ ≤ δ, k = 0, 1, . . . , n就有

∣∣∣In(f)− In(f̃)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

n∑

k=0

Akf(xk)−
n∑

k=1

Akf̃(xk)

∣∣∣∣∣ ≤ ε,

则称该求积公式是稳定的.

3 插值型公式的构造

接下来，我们介绍求积公式的构造。其基本思想是在区间 [a, b]上找一个充分靠近 f(x)

的简单函数 p(x)，且关于 p(x)的定积分容易计算。事实上，如果

‖f − p‖∞ = max
x∈[a,b]

|f(x)− p(x)| ≤ ε,

那么逼近误差满足
∣∣∣∣
∫ b

a

ρ(x)f(x) dx−
∫ b

a

ρ(x)p(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ε

∫ b

a

ρ(x) dx.

由于多项式是最简单的函数类，构造求积公式的一个最基本的思想就是利用 Lagrange

插值多项式代替 f(x)，得到的求积公式就是插值型求积公式. 给定 n + 1 个求积节点
x0 < x1 < · · · < xn，构造 f(x)的 n次插值多项式

pn(x) =
n∑

k=0

lk(x)f(xk),

其中 lk(x)是 xk 处的插值基函数. 用
∫ b

a

ρ(x)pn(x) dx

作为 ∫ b

a

ρ(x)f(x) dx

的近似值，就得到了插值型求积公式：

I(f) :=

∫ b

a

ρ(x)f(x) dx ≈
n∑

k=0

Akf(xk) := In+1(f), (2)
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其中，求积系数

Ak =

∫ b

a

ρ(x)lk(x) dx, k = 0, . . . , n.

求积公式的误差为：

En+1(f) := I(f)− In+1(f) =

∫ b

a

ρ(x) (f(x)− pn(x)) dx =

∫ b

a

ρ(x)Rn(x) dx, (3)

其中 Rn(x)为 Lagrange插值余项：

Rn(x) =
fn+1(ξ)

(n+ 1)!
ωn+1(x), ωn+1(x) = (x− x0) · · · (x− xn).

由 Lagrange插值余项可知，上述插值型求积公式具有至少 n次代数精度.

3.1 Newton-Cotes公式

在插值型求积公式 (2)中取权函数 ρ(x) ≡ 1且求积节点为等距形式，就导出了所谓的
Newton-Cotes公式. 具体来说，将区间 [a, b]进行 n等分，得到求积节点为：

xk = a+ kh, h =
b− a

n
, k = 0, 1, . . . , n.

这时候的求积系数

Ak =

∫ b

a

lk(x) dx =

∫ b

a

n∏

i=0,i '=k

x− xi

xk − xi
dx

x=a+th
= h

∫ n

0

n∏

i=0,i '=k

t− i

k − i
dt

= (b− a) · (−1)n−k

n(n− k)!k!

∫ n

0

n∏

i=0,i '=k

(t− i) dt

:= (b− a)cnk .

我们称 cnk 为 Cotes系数。对应的 Newton-Cotes公式为：

In+1(f) = (b− a)
n∑

k=0

cnkf(xk).

下面我们考察几个常用的 Newton-Cotes公式：

（1）n = 1时：通过计算，对应的 Cotes系数 c10 = c11 =
1
2 . 因此，可以得到如下求积公

式：
I2(f) =

b− a

2
[f(a) + f(b)] ,

称为梯形公式.
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（2）n = 2时：可以得到如下求积公式：

I3(f) =
b− a

6

[
f(a) + 4f(

a+ b

2
) + f(b)

]
,

称为 Simpson公式或抛物线公式.

（3）n = 4时：可以得到如下求积公式：

I5(f) =
b− a

90
[7f(x0) + 32f(x1) + 12f(x2) + 32f(x3) + 7f(x4)] ,

称为 Cotes公式.

Cotes系数可由查系数表获得：

注解 1. 1. Cotes系数与被积函数 f(x)及积分区间 [a, b]无关; 2. 当 n较大时，Runge现象存
在，求积公式不收敛; 3. 当 n ≥ 8时, Cotes系数出现负值，公式不稳定.

注解 2. Newton-Cotes公式对 f(x) = 1精确成立，故 Cotes系数必满足条件
n∑

k=0

cnk = 1 对任意 n ≥ 1.

3.2 Newton-Cotes公式的误差估计

我们先研究 Newton-Cotes公式的代数精度。由 Lagrange插值余项可知，当剖分区间
的数目为 n时，相应的 Newton-Cotes公式

In(f) = (b− a)
n∑

k=0

cnkf(xk).

具有至少 n次代数精度. 特别地，当 n为偶数时，该公式至少有 n+ 1次代数精度.
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定理 3.1. 当 n为偶数时，Newton-Cotes公式至少有 n+ 1次代数精度.

Proof. 只需证当 n为偶数时，Newton-Cotes公式对 f(x) = xn+1 精确成立。由插值型求积
公式的截断误差表达式 (3)可知：

En+1(f) =
fn+1(ξ)

(n+ 1)!

∫ b

a

n∏

i=0

(x− xi) dx.

由于 fn+1(x) ≡ (n+ 1)!，因此

En+1(f) =

∫ b

a

n∏

i=0

(x− xi) dx

x=a+th
= hn+2

∫ n

0

n∏

i=0

(t− i) dt

t=u+n
2= hn+2

∫ n
2

−n
2

n∏

i=0

(u+
n

2
− i) du

= hn+2

∫ n
2

−n
2

n/2∏

j=−n/2

(u− j) du.

可以看出，被积函数是奇函数，因此阶段误差 En+1(f) = 0. 也就是当 n 为偶数时，
Newton-Cotes公式对 f(x) = xn+1精确成立.

接下来，我们针对梯形公式和 simpson公式给出更加精细的误差估计。

定理 3.2. 若 f(x) ∈ C2[a, b]，则梯形公式的截断误差为：

E2(f) =

∫ b

a

f(x) dx− b− a

2
[f(a) + f(b)]

= −(b− a)3

12
f ′′(η), η ∈ (a, b).

Proof. 线性插值误差为

f(x)− p1(x) =
f ′′(ξ)

2
(x− a)(x− b), a < ξ < b,

其中 ξ是依赖于 x的函数，两边积分得

E2(f) =

∫ b

a

f ′′(ξ)

2
(x− a)(x− b) dx.

由于 f ′′(ξ)在区间 [a, b]上连续，而 (x− a)(x− b)在 [a, b]上非正，由积分中值定理

E2(f) =

∫ b

a

f ′′(ξ)

2
(x− a)(x− b) dx =

f ′′(η)

2

∫ b

a

(x− a)(x− b) dx = −(b− a)3

12
f ′′(η).
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定理 3.3. 若 f(x) ∈ C4[a, b]，则 Simpson公式的截断误差为：

E3(f) =

∫ b

a

f(x) dx− b− a

6

[
f(a) + 4f(

a+ b

2
) + f(b)

]

= −(b− a)5

2880
f (4)(η), η ∈ (a, b).

Proof. 由于 Simpson公式具有 3次代数精度，构造三次插值多项式 p3(x)满足

p3(a) = f(a), p3(b) = f(b), p3

(
a+ b

2

)
= f

(
a+ b

2

)
, p′3

(
a+ b

2

)
= f ′

(
a+ b

2

)
.

则 Hermite插值误差为

f(x)− p3(x) =
f (4)(ξ)

4!
(x− a)(x− b)

(
x− b− a

2

)2

,

两边积分
∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

p3(x) dx =
1

4!

∫ b

a

f (4)(ξ)(x− a)(x− b)

(
x− b− a

2

)2

dx

=
f (4)(η)

4!

∫ b

a

(x− a)(x− b)

(
x− b− a

2

)2

dx

= −(b− a)5

2880
f (4)(η), (4)

其中第二个等式利用了积分中值定理。

注意到，p3(x)是三次多项式，故 Simpson公式是精确成立的，即
∫ b

a

p3(x) dx =
b− a

6

[
p3(a) + 4p3(

a+ b

2
) + p3(b)

]

=
b− a

6

[
f(a) + 4f(

a+ b

2
) + f(b)

]
. (5)

将 (5)代入 (4)，定理得证.

3.3 Newton-Cotes公式的稳定性

对数值积分公式

In+1(f) =
n∑

k=0

Akf(xk),

假如我们只能得到 f(xk)的误差估计 f̃(xk)，且有
∣∣∣f(xk − f̃(xk))

∣∣∣ ≤ εk, k = 0, . . . , n.
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那么累计误差

∣∣∣In+1(f)− In+1(f̃)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

n∑

k=0

Akf(xk)−
n∑

k=0

Akf̃(xk)

∣∣∣∣∣ ≤ ε
n∑

k=0

|Ak|,

其中 ε = max0≤k≤n εk. 因此，如果
∑n

k=0 |Ak|有界，则积分公式是稳定的。

特别地，对于 Newton-Cotes公式，当 Cotes系数全为正时，有
n∑

k=0

|Ak| = (b− a)
n∑

k=0

cnk = b− a,

这时候的积分公式是稳定的。由 Cotes系数表可知，当 n ≤ 7时，Cotes系数都大于零。当
n = 8时，Cotes系数开始出现负值.

4 提高求积公式精度的方法

回忆梯形公式和 Simpson公式的截断误差的表达式，我们可以看出：如果积分区间越
小，则求积公式的截断误差亦越小. 这就启发我们先将区间等分，然后在每一小区间上应
用求积公式，再将所有区间进行求和. 这样得到的公式称为复化求积公式.

4.1 复合梯形公式

将区间 [a, b]作 n等分，其节点为 xk = a + kh, k = 0, 1, . . . , n，其中 h = b−a
n . 如果在

每一小区间 [xk, xk+1]上采用梯形公式然后累加可得

∫ b

a

f(x) dx =
n−1∑

k=0

∫ xk+1

xk

f(x) dx ≈
n−1∑

k=0

(
h

2
[f(xk) + f(xk+1)]

)
.

我们称

Tn :=
h

2

[
f(a) + 2

n−1∑

k=1

f(xk) + f(b)

]

为复合梯形公式.

定理 4.1. 设 f(x) ∈ C2[a, b]，则复合梯形公式的截断误差为

I(f)− Tn = −(b− a)h2

12
f ′′(η), η ∈ (a, b)

Proof. 由梯形公式余项得

I(f)− Tn =
n−1∑

k=0

[
−h3

12
f ′′(ηk)

]
, ηk ∈ (xk, xk+1).
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由于 f(x) ∈ C2[a, b]，且

min
0≤k≤n−1

f ′′(ηk) ≤
1

n

n−1∑

k=0

f ′′(ηk) ≤ max
0≤k≤n−1

f ′′(ηk)

由介值定理，∃η ∈ (a, b)使得

f ′′(η) =
1

n

n−1∑

k=0

f ′′(ηk).

故，复合梯形公式的截断误差为

I(f)− Tn = −nh3

12
f ′′(η) = −(b− a)h2

12
f ′′(η).

4.2 复合 Simpson公式

将区间 [a, b]作 n等分，其节点为 xk = a + kh, k = 0, 1, . . . , n，其中 h = b−a
n . 在每一

小区间 [xk, xk+1]上采用 Simpson公式可得
∫ b

a

f(x) dx =
n−1∑

k=0

∫ xk+1

xk

f(x) dx ≈
n−1∑

k=0

(
h

6

[
f(xk) + 4f(xk+ 1

2
) + f(xk+1)

])
.

我们称

Sn :=
h

6

n−1∑

k=0

[
f(xk) + 4f(xk+ 1

2
) + f(xk+1)

]

为复合 Simpson公式. 这里，xk+ 1
2
表示区间 [xk, xk+1]的中点.

定理 4.2. 设 f(x) ∈ C4[a, b]，则复合 Simpson公式的截断误差为

I(f)− Sn = −(b− a)h4

2880
f (4)(η), η ∈ (a, b)

例 1. 如果采用复合梯形公式和复合 Simpson公式计算定积分
∫ 1

0

ex dx,

要使得误差不超过 5× 10−6，应将区间 [0, 1]分成多少等分？

解. f(x) = ex, f (n)(x) = ex, b− a = 1. 对于复合梯形公式，由阶段误差

|I(f)− Tn| =
∣∣∣∣−

(b− a)h2

12
f ′′(η)

∣∣∣∣ =
1

12

(
1

n

)2

e ≤ 5× 10−6

可得 n ≥ 212.85. 故可取 n = 213，也就是将区间分为 213等分，可使误差不超过 5× 10−6。
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如果采用复合 Simpson公式，有
∣∣∣∣−

(b− a)h4

2880
f (4)(η)

∣∣∣∣ =
1

2880

(
1

n

)2

e ≤ 5× 10−6,

由此得 n ≥ 3.707. 可取 n = 4，此时实际上区间应分为 8等份.

作业：P179习题 7.

4.3 复合公式之间的递推关系

首先将区间 [a, b]作 n等分，如果再将每个子区间 [xk, xk+1]二分一次，从而新增分点
xk+ 1

2
, k = 0, . . . , n− 1. 则复合梯形公式

T2n =
h

4

n−1∑

k=0

[
f(xk) + 2f(xk+ 1

2
) + f(xk+1)

]

=
h

4

n−1∑

k=0

[f(xk) + f(xk+1)] +
h

2

n−1∑

k=0

f(xk+ 1
2
)

其中 h = b−a
n 为二分前的子区间长度. 记

Hn := h
n−1∑

k=0

f(xk+ 1
2
),

那么我们有
T2n =

1

2
Tn +

1

2
Hn.

类似地，我们可以推得

Sn =
1

3
Tn +

2

3
Hn =

4T2n − Tn

3
.

注解 3. 复合梯形递推公式算法简单，编程方便，但收敛速度较慢.

4.4 Romberg算法

Romberg算法思想是将两个粗糙的近似值通过组合获得更精确的值. 为此，我们需要
如下关于复合梯形公式误差表达式的渐近形式：

定理 4.3. 设 f(x) ∈ C∞[a, b]，记 I(f) =
∫ b

a f(x) dx, h = b−a
n ，则有

Tn = I(f) + α1h
2 + α2h

4 + · · ·αkh
2k + · · · ,

其中系数 αk 与 h无关.
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基于上述定理，我们有

Tn = I(f) + α1h
2 + α2h

4 + · · ·αkh
2k + · · ·

和

T2n = I(f) + α1

(
h

2

)2

+ α2

(
h

2

)4

+ · · ·αk

(
h

2

)2k

+ · · ·

两式相减并消去 O(h2)项可得

4T2n − Tn = 3I(f) + (−3/4)α2h
4 + (−15/16)α2h

4 + · · ·

因此，我们有
Sn :=

4T2n − Tn

3
= I(f) + β1h

4 + β2h
6 + · · ·

通过以上操作，我们将两个 O(h2)阶的积分公式进行组合，得到了一个 O(h4)阶的积分公
式. 这一过程被称为 Richardson外推法.

注解 4. 回忆上一节关于复合公式之间的递推关系，我们发现，将复合梯形公式进行上述
这样组合得到的公式正是我们熟知的 Simpson公式。这也是我们为什么选择符号 Sn 来标
记这个公式的原因.

类似地，我们对得到的 Sn进行同样的操作，也就是通过两式相减消除 O(h4)项，可得

Cn :=
16S2n − Sn

15
= I(f) + γ1h

6 + γ2h
8 + · · ·

我们可以继续这样的操作：

Rn :=
64C2n − Cn

63
= I(f) +O(h8)

我们可以将上述过程写成统一的形式：记 Tm
n 为 Tn 经过 m次加速后的积分公式，则

有
Tm
n :=

4mTm−1
2n − Tm−1

n

4m − 1
, m = 1, 2, . . .

上述过程称为 Romberg算法.

Romberg算法可以按如下递推表进行：

作业：用 Romberg算法计算定积分（写出迭代 5步的递推表）
∫ 1

0

x3/2 dx.

12



迭代 k T 0
n T 1

n T 2
n T 3

n T 4
n T 5

n …

0 T 0
1

1 T 0
2 T 1

1

2 T 0
4 T 1

2 T 2
1

3 T 0
8 T 1

4 T 2
2 T 3

1

4 T 0
16 T 1

8 T 2
4 T 3

2 T 4
1

5 T 0
32 T 1

16 T 2
8 T 3

4 T 4
2 T 5

1
...

...
...

...
...

...
... …

5 非等距节点的求积公式

考虑一般求积公式 ∫ b

a

ρ(x)f(x) dx ≈
n∑

k=0

Akf(xk). (6)

对于 Newton-Cotes求积公式，我们选择的求积节点为等距节点，得到的公式具有至少 n次
代数精度。

我们自然关心如下问题：如果对求积节点不作任何限制，是否可以提高求积公式的代
数精度？事实上，注意到这时候的求积公式 (6)具有 2n+2个待定系数 xk, Ak, k = 0, . . . , n.

因此，通过适当选取 xk,我们有可能使求积公式具有 2n+ 1次代数精度。这需要我们求解
一个非线性方程组。

例 2. 对求积公式 ∫ 1

−1

f(x) dx ≈ A0f(x0) + A1f(x1),

试确定节点与系数，使其具有尽可能高的代数精度。

解. 令求积公式对于 f(x) = 1, x, x2, x3精确成立，则得





A0 + A1 = 2

A0x0 + A1x1 = 0

A0x2
0 + A1x2

1 = 2
3

A0x3
0 + A1x3

1 = 0

解得

x0 = −
√
3

3
, x1 =

√
3

3
; A0 = A1 = 1.

因此，积分公式为 ∫ 1

−1

f(x) dx ≈ f

(
−
√
3

3

)
+ f

(√
3

3

)
.
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容易验证，当 f(x) = (x− x0)2(x− x1)2时，公式不精确成立，故上述积分公式的代数精度
为 3.

5.1 Gauss型求积公式

一般地，n个节点的求积公式的代数精度最高为 2n+ 1次。由此，我们有如下定义：

定义 4. 考虑带权积分
∫ b

a ρ(x)f(x) dx,如果求积公式
∫ b

a

ρ(x)f(x) dx ≈
n∑

k=0

Akf(xk)

有 2n+1次代数精度，则称其节点 xk, k = 0, . . . , n为高斯节点，公式称为高斯型求积公式.

取 f(x) = xm,m = 0, 1, . . . , 2n + 1，求积公式精确成立，则得到关于 Ak 和 xk 的非线
性方程组：

n∑

k=0

Akx
m
k =

∫ b

a

ρ(x)xm dx, m = 0, . . . , 2n+ 1.

上述非线性方程组的求解非常困难! 注意到，如果先确定了节点 xk，那么再确定 Ak 就容
易得多了. 事实上，假设 n+ 1个节点为

a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b,

那么 f(x)在这 n+ 1个点的插值多项式为

Ln(x) =
n∑

k=0

f(xk)lk(x),

其中 lk(x)为插值基函数. 从而，我们可以得到具有至少 n次代数精度的求积公式
∫ b

a

ρ(x)f(x) dx ≈
n∑

k=0

Akf(xk),

其中

Ak =

∫ b

a

ρ(x)lk(x) dx.

进一步，借助于多项式插值的误差表达式，我们还知道上述求积公式的截断误差为

En+1(f) :=

∫ b

a

ρ(x)f(x) dx−
n∑

k=0

Akf(xk)

=

∫ b

a

ρ(x) (f [x0, x1, . . . , xn, x]ωn+1(x)) dx,

这里 ωn+1(x) = (x− x0) · · · (x− xn).

14



通过以上分析，我们知道：要想使得求积公式具有 2n+ 1次代数精度，我们需要小心
的选取节点 xk，使得当取 f(x) = xm, m = n + 1, . . . , 2n + 1，均有截断误差 En+1(f) = 0.

为此，我们需要如下结论：

作业：假设 f(x) = xm (m > n)，那么差商 f [x0, x1, . . . , xn, x]是一个 m − n − 1次的
多项式.

基于上述事实，我们知道：当取 f(x) = xm, m = n+1, . . . , 2n+1，f [x0, x1, . . . , xn, x]

是一个次数不超过 n的多项式；而 ωn+1(x)是一个 n+1次多项式。因此，使得En+1(f) = 0

的一个充分条件是：ωn+1(x)是区间 [a, b]上关于权函数 ρ(x)的 n+ 1次正交多项式。

最后，我们将高斯型求积公式作个总结：首先，高斯型求积公式的节点 xk 就是区间
[a, b]上带权 ρ(x)的正交多项式的零点。有了求积公式，求积系数可以按如下两种方式进
行计算：

（1）利用 x0, . . . , xn的插值多项式计算求积系数 Ak.

（2）利用求积公式对 f(x) = xm, m = 0, 1, . . . , n精确成立，解一组关于系数的线性方
程组.

例 3. 确定求积公式 ∫ 1

0

√
xf(x) dx ≈ A0f(x0) + A1f(x1)

的系数 A0, A1及节点 x0, x1，使得它具有最高的代数精度.

解. 具有最高代数精度的求积公式是高斯型求积公式,节点为关于权函数 ρ(x) =
√
x的正

交多项式零点. 设
ω(x) = x2 + bx+ c.

由正交性可知，ω(x)与 1及 x带权正交：
∫ 1

0

√
xω(x) dx = 0,

∫ 1

0

√
xxω(x) dx = 0.

即
2

7
+

2

5
b+

2

3
c = 0,

2

9
+

2

7
b+

2

5
c = 0.

求解方程组可得：
b = −10

9
, c =

5

21
.

也就是
ω(x) = x2 −−10

9
x+

5

21
,
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其零点为
x0 = 0.289919, x1 = 0.821162.

接下来，我们确定系数：由于高斯型求积公式有 3次代数精度，故公式对 f(x) = 1, x精确
成立. 也就是

A0 + A1 =

∫ 1

0

√
x dx =

2

3

A0x0 + A1x1 =

∫ 1

0

√
x · x dx =

2

5
,

由此解出 A0 = 0.277556, A1 = 0.389111.

5.1.1 Gauss型求积公式的截断误差

由于 n + 1个节点的高斯型求积公式具有 2n + 1次代数精度，因此考虑 f(x)在节点
xk 的 Hermite插值 H2n+1(x)，即

H2n+1(xk) = f(xk), H ′
2n+1(xk) = f ′(xk), k = 0, . . . , n.

由 Hermite插值的截断误差可知

f(x) = H2n+1(x) +
f (2n+2)(ξ)

2n+ 2
ω2
n+1(x).

两边积分
∫ b

a

ρ(x)f(x)dx =

∫ b

a

ρ(x)H2n+1(x)dx+

∫ b

a

ρ(x)
f (2n+2)(ξ)

2n+ 2
ω2
n+1(x)dx

其中右端第一项积分对 2n+ 1次多项式精确成立,故
∫ b

a

ρ(x)H2n+1(x)dx =
n∑

k=0

Akf(xk).

由此，我们可以得到 Gauss型求积公式的截断误差

En+1(f) :=

∫ b

a

ρ(x)f(x)dx−
n∑

k=0

Akf(xk)

=

∫ b

a

ρ(x)
f (2n+2)(ξ)

2n+ 2
ω2
n+1(x)dx

=
f (2n+2)(η)

2n+ 2

∫ b

a

ρ(x)ω2
n+1(x)dx.

接下来，我们说明 Gauss型求积公式是稳定的。为此，我们只需证明如下定理：
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定理 5.1. Gauss型求积公式的求积系数 Ak 均大于零.

Proof. 考虑 Lagrange插值基函数

lk(x) =
n∏

j=0
j !=k

x− xj

xk − xj
,

则 l2k(x)是 2n次多项式,故 Gauss求积公式对它能准确成立. 即有
∫ b

a

ρ(x)l2k(x)dx =
n∑

j=0

Ajl
2
k(xj).

注意到，l2k(xj) = δkj . 因此，上式右端等于 Ak,从而有

Ak =

∫ b

a

ρ(x)l2k(x)dx > 0

作业：假定 f(x) ∈ C2[a, b],求证：
∫ b

a

f(x) dx− (b− a)f

(
a+ b

2

)
=

(b− a)3

24
f ′′(η), a ≤ η ≤ b.

5.1.2 常用的 Gauss型求积公式

（1）Gauss-Legendre求积公式

当权函数 ρ(x) ≡ 1, 区间 [a, b] = [−1, 1] 时，对应的正交多项式是 Legendre 多项
式。以 n + 1次 Legendre多项式 Pn+1(x)的全部零点为求积节点，得到的积分公式称为
Gauss-Legendre求积公式。

比如：当 n = 0时，P1(x) = x. 其零点为 x0 = 0，故积分公式为
∫ 1

−1

f(x)dx ≈ A0f(0).

求积公式对 f(x) ≡ 1精确成立，得 A0 = 2. 从而得到中点公式
∫ 1

−1

f(x)dx ≈ 2f(0).

作业：给出当 n = 2时 3个节点的 Gauss-Legendre求积公式。

对于 Gauss-Legendre求积公式
∫ 1

−1

f(x)dx ≈
n∑

k=0

Akf(xk),

当 n较小时的节点和系数可查下表获得：
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n xk Ak n xk Ak

0 0 2 3
±0.8611363116

±0.3399810436

0.3478548451

0.6521451549

1 ±0.5773502692 1 4

±0.9061798459

±0.5384693101

0

0.2369268851

0.4786286705

0.5688888889

2
±0.7745966692

0

0.5555555556

0.8888888889
5

±0.9324695142

±.6612093865

±0.2386191861

0.1713244924

0.3607615730

0.4679139346

表 1: 节点系数表

注解 5. 当区间 [a, b] += [−1, 1]时，只需做变换

x =
b− a

2
t+

a+ b

2
,

我们就能将区间 [a, b]转化为 [−1, 1]。此时，有
∫ b

a

f(x)dx =

∫ 1

−1

f(
b− a

2
t+

a+ b

2
)dt.

这时候，我们就能对右端积分用 Gauss-Legendre公式.

例 4. 用 4点的 Gauss-Legendre公式计算积分
∫ π

2

0

x2 cosx dx.

（2）Gauss-Chebyshev公式

区间 [a, b] = [−1, 1]，关于权函数 ρ(x) = 1√
1−x2 正交的多项式为 Chebyshev多项式。n

次 Chebyshev多项式的零点为：

xk = cos
(
2k − 1

2n
π

)
, k = 1, . . . , n.

得到的求积公式为 Gauss-Chebyshev公式:
∫ 1

−1

f(x)√
1− x2

dx ≈ π

n

n∑

k=1

f(xk).

上述积分公式可用于计算奇异积分。
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（3）Gauss-Laguerre公式

区间 [0,+∞)，关于权函数 ρ(x) = e−x 正交的多项式为 Laguerre多项式。由其零点，
我们可以得到 Gauss-Laguerre公式。具体计算时，求积节点与系数可查表获得。

（3）Gauss-Hermite公式

区间 (−∞,+∞)，关于权函数 ρ(x) = e−x2 正交的多项式为 Hermite多项式。类似地，
我们可以得到 Gauss-Hermite公式。求积节点与系数可查表获得。

5.2 一致系数公式

在求积公式中，如果所有的求积系数均相同，那么这个公式被称为一致系数公式。一
致系数公式因形式简单而收到人们的关注，下面我们简单介绍一下。为了简单起见，这里
我们只考虑 ρ(x) ≡ 1的情形。一般情形可作类似分析。

n个节点的一致系数公式可以描述为：
∫ b

a

f(x) dx ≈ An

n∑

k=1

f(xk).

为了使 f(x) = 1时公式精确成立，可得一致系数

An =
b− a

n
.

为了使求积公式具有尽可能高的精度，我们必须小心地选择节点。为了求积公式具有 n次
代数精度，当取 f(x) = xm, m = 1, . . . , n时，节点 xk 应满足

An

n∑

k=1

xm =
1

m+ 1

(
bm+1 − am+1

)
, m = 1, . . . , n. (7)

所以，我们接下来的任务就是如何求解上述非线性方程。Newton恒等式给我们提供了一
个可行的途径：假设 x1, . . . , xn是 n次多项式

pn(x) = xn + σ1x
n−1 + · · ·+ σn

的根，则 Newton恒等式告诉我们





s1 + σ1 = 0

s2 + s1σ1 + 2σ2 = 0

· · ·
sn + sn−1σ1 + · · ·+ s1σn−1 + nσn = 0

,

其中
sm := xm

1 + xm
2 + · · ·+ xm

n , m = 1, . . . , n.
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注意到，通过等式 (7)，我们能够很容易得到所有的 sm，从而求得所有的 σm. 因此，寻找
求积节点转化为求解多项式 pn(x)的所有根.

注解 6. 任何区间都可以通过变量代换化成 [−1, 1]。对于这个特殊的区间，求积节点可以
通过查表获得.

6 特殊积分的处理技术

本节我们介绍振荡函数积分以及奇异积分的处理方法，其核心思想就是：将难处理的
积分部分看成权函数，从而使得数值积分公式具有较高的精度。

6.1 振荡函数的积分

工程技术中遇到的一类振荡积分为





I1 =
∫ b

a f(x) sinmx dx

I2 =
∫ b

a f(x) cosmx dx

.

当 m充分大时，sinmx和 cosmx振荡的频率很大，使得很难通过选择合适的节点对被积
函数 f(x) sinmx和 f(x) cosmx进行有效的逼近。

注意到，函数 f(x)一般是可以被有效逼近的。因此，处理上述振荡积分的一种途径
是：将 sinmx和 cosmx当作权函数，而对 f(x)进行 Lagrange插值逼近.

接下来，我们介绍其推导过程。为了统一处理积分 I1和 I2，我们令 ρ(x) = eimx. 因此，
有

I1 + iI2 =

∫ b

a

eimxf(x) dx.

假设 f(x)在 n+ 1个节点 xk 处的 Lagrange插值为

Ln(x) =
n∑

k=0

lk(x)f(xk),

那么有积分公式 ∫ b

a

eimxf(x) dx ≈
n∑

k=0

Akf(xk),

其中积分系数

Ak =

∫ b

a

eimxlk(x) dx.

这样我们就给出了振荡积分 I1和 I2的积分公式.
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比如，当 n = 1时，函数 f(x)在 a, b两点的 Lagrange插值为

L1(x) =
x− b

a− b
f(a) +

x− a

b− a
f(b).

因此，积分系数

A0 =

∫ b

a

eimxx− b

a− b
dx =

ieima

m
− eimb − eima

m2(b− a)
,

A1 =

∫ b

a

eimxx− a

b− a
dx = − ieimb

m
+

eimb − eima

m2(b− a)
,

利用实部与虚部的对应关系，可得 I1和 I2的求积公式：





I1 =
f(a) cosma−f(b) cosmb

m + (sinmb−sinma)(f(b)−f(a))
m2(b−a)

I2 =
f(b) sinmb−f(a) sinma

m + (cosmb−cosma)(f(b)−f(a))
m2(b−a)

.

为了得到较高的精度，可以将区间细分，然后在每个子区间上利用上述公式。

作业：选择合适数值积分方法计算定积分
∫ 2π

0

x cosx (sin 40x+ cos 50x) dx.

6.2 奇异积分

被积函数在求积区间的某一点无界或积分区间无界，这类积分称为奇异积分，前者也
称为反常积分，后者也称为无穷积分. 对于奇异积分，有时可以通过变量代换或分部积分
转化为正常积分。如

∫ 1

0

f(x)
n
√
x

dx
x=tn
= n

∫ 1

0

f(tn)tn−1 dt, n ≥ 2.

当被积函数相当复杂时,用变量代换消去函数的奇异性将是〸分困难的. 解决的办法是
将奇异积分的被积函数写成 ρ(x)f(x)的形式，其中 f(x)不具有奇异性. 接下来的处理方式
就自然了，也就是选取合适的求积节点，对 f(x)进行 Lagrange插值，然后计算求积系数.

特别地，当选取高斯节点时，得到的积分就是高斯积分公式。

比如，当权函数分别为 1√
1−x2，e−x和 e−x2时，有相应的Gauss-Chebyshev公式、Gauss-

Laguerre公式和 Gauss-Hermite公式。

作业：选择合适数值积分方法计算定积分
∫ 1

0

ex√
1− x2

dx,

∫ ∞

0

e−2x ln(1 + x) dx.
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7 多重积分

多重积分可以写成如下形式：

I(f) :=

∫

D

f(x) dx,

其中 D是求积区域，且

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, dx = dx1dx2 · · · dxn.

多重积分的数值积分公式具有如下形式：

IN(f) :=
N∑

k=1

Akf(xk),

这里 xk ∈ Rn是求积节点，Ak是求积系数. 如果上述数值积分公式对所有次数不超过m的
多远多项式均精确成立，那么我们称该积分公式具有至少m次代数精度.

7.1 累次积分

计算多重积分的一个基本思想就是先化为累次积分，再利用数值积分公式. 我们主要
考虑二维空间中的如下两种区域类型：x-型区域和 y-型区域.

以左图的 x-型区域 D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x)}为例，重积分可以转化
为

I(f) :=

∫

D

f(x) dx =

∫ b

a

(∫ y2(x)

y1(x)

f(x, y) dy

)
dx :=

∫ b

a

F (x) dx, (8)

其中

F (x) =

∫ y2(x)

y1(x)

f(x, y) dy.
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我们可以先对积分 (8)利用一维数值积分公式得

I(f) :≈
n∑

k=0

αkF (xk).

然后对每一个 F (xk)关于 y再次利用一维数值积分公式

F (xk) ≈
mk∑

j=0

βk,jf(xk, yk,j).

这里的系数 βk,j 和 yk,j 均依赖于 xk. 结合以上两式，可得求积公式

I(f) :≈
n∑

k=0

mk∑

j=0

αkβk,jf(xk, yk,j).

例 5. 考虑矩形区域 D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}，重积分可写成累次积分
∫ ∫

D

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx.

则梯形公式为
∫ ∫

D

f(x, y) dxdy ≈ b− a

2

(∫ d

c

f(a, y) dy +

∫ d

c

f(b, y) dy

)

≈ (b− a)(d− c)

4
[f(a, c) + f(a, d) + f(b, c) + f(b, d)] .

为了提高数值精度，在计算累次积分的时候，我们可以采用高斯求积公式。为此，我
们只需要通过变量替换的方式将区域 D变成区域 D̃ := {(x, y) : −1 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 1}.
比如，对于矩形区域 D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}，令

x =
a+ b

2
+

b− a

2
u, y =

c+ d

2
+

d− c

2
v,

则有 ∫ ∫

D

f(x, y) dxdy =
(b− a)(d− c)

4

∫ ∫

D̃

g(u, v) dudv.

作业：分别利用一维上三点的 Gauss型求积公式和复化梯形公式 (h = 0.1)计算重积分
∫ ∫

D

e−xy dxdy,

其中区域 D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}.

23



7.2 重积分的插值型积分公式

考虑二维重积分
I(f) =

∫ ∫

D

f(x, y) dxdy.

类似于一维情形，构造重积分的数值积分公式的思想是：用一个插值多项式代替求积函数，
然后得到积分公式。遗憾的是，针对一般节点的高维插值仍然是一个尚未解决的问题。

然而，选取规则的节点组 (xi, yj), i = 0, . . . ,m; j = 0, . . . , n, 其上的高维插值可以通
过一维插值多项式的直积的形式给出。具体来说，假设 Xm,i, i = 0, . . . ,m 为 x 方向上
关于节点 x0, x1, . . . , xm 的 Lagrange插值基函数，Yn,j, j = 0, . . . , n 为 y 方向上关于节点
y0, y1, . . . , yn的 Lagrange插值基函数，也就是

Xm,i(xk) =
m∏

k=0
k !=i

x− xk

xi − xk
, i = 0, . . . ,m, Yn,j(yk) =

n∏

k=0
k !=i

y − yk
yj − yk

, j = 0, . . . , n.

那么在二维节点 (xi, yj), i = 0, . . . ,m; j = 0, . . . , n处的插值基函数为

Xm,i(x)Yn,j(y), i = 0, . . . ,m, j = 0, . . . , n.

因此，函数 f(x, y)在这组节点下的二维 Lagrange插值多项式为

p(x, y) =
m∑

i=0

n∑

j=0

f(xi, yj)Xm,i(x)Yn,j(y).

相应的数值积分公式为
∫ ∫

D

f(x, y) dxdy ≈
m∑

i=0

n∑

j=0

Ai,jf(xi, yj),

其中
Ai,j =

∫ ∫

D

Xm,i(x)Yn,j(y) dxdy.

可以证明，上述积分公式具有至少 min {m,n}次代数精度。特别地，当选取m = n时，我
们可以利用 (n+ 1)2个节点构造具有至少 n次代数精度的求积公式。

7.3 待定系数法

二维情形的求积公式的一般形式为

IN(f) :=
N∑

k=1

Akf(xk, yk),
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该公式具有 3N 个参数. 要使上述积分公式具有至少 n次代数精度，我们要求对所有次数
不超过 n的二元多项式精确成立，也就是

N∑

k=1

Akx
r
ky

q
k =

∫ ∫

D

xryq dxdy 对所有 r ≥ 0, q ≥ 0, r + q ≤ n.

可以看出，一共有 1
2(n+ 1)(n+ 2)个方程。为使方程组有解，需要满足条件

3N ≥ 1

2
(n+ 1)(n+ 2).

粗略来说，通过 N 个节点构造的二维数值积分公式具有 O(
√
N)次代数精度.
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快速 Fourier变换

黄 猛*

北京航空航天大学 数学科学学院

April 23, 2023

1 Fourier级数

假设 f 是周期为 T 且在区间 [0, T ]上可积的函数，那么 f 的 Fourier级数定义为

f(x) ∼
∞∑

n=−∞
f̂(n)e2πinx/T ,

此处，

f̂(n) =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(x)e−2πinx/T dx.

我们通常考虑周期为 2π的情形，此时

f(θ) ∼
∞∑

n=−∞
f̂(n)einθ,

其中，
f̂(n) =

1

2π

∫ π

−π

f(θ)e−inθ dθ.

我们先看几个例子：

例 1. 假设 f(θ) = θ, θ ∈ [−π, π)，那么

f(θ) ∼ 2
∞∑

n=1

(−1)n+1 sinnθ
n

.

接下来，我们考虑 Fourier级数的唯一性和收敛性，包括逐点收敛和平方收敛。
*电子邮件: menghuang@buaa.edu.cn
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1.1 Fourier级数的唯一性

在 Fourier级数的唯一性方面，人们关心如下问题：

如果 f 和 g有同样的 Fourier系数，那么 f 和 g是否相等？

我们不加证明的给出如下唯一性结果：

定理 1.1. 假设 f 是周期为 2π的可积函数，且对所有的 n ∈ Z均有 f̂(n) = 0. 那么，当 f 在
点 θ0处连续时，有 f(θ0) = 0.

上述定理告诉我们，当 f 和 g均为连续函数时，如果 f 和 g有同样的 Fourier系数，那
么 f ≡ g.

1.2 Fourier级数的收敛性

定义函数 f 的 N 阶 Fourier级数部分和为

SN(f)(θ) =
N∑

n=−N

f̂(n)einθ.

我们关心的问题是：对任意的 θ，是否成立

lim
N→∞

SN(f)(θ) = f(θ) ?

事实上，即使 f(θ)是一个连续的周期函数，上述结论也并不总是成立. 进一步，倘若我们
假设 f 是可微的，那么我们可以证明 f 的 Fourier级数一致收敛到 f . 一般地，我们有如下
结果：

定理 1.2 (逐点收敛定理). 假设 f 是一个周期为 2π 的连续函数. 对某个 θ ∈ R，若存在
δ > 0,M < ∞，使得对所有 h ∈ (−δ, δ)均有 |f(θ + h)− f(θ)| ≤ M |h|，则

lim
N→∞

SN(f)(θ) = f(θ).

我们接下来介绍平方收敛意义下，Fourier级数的收敛性质. 回忆广义 Fourier级数与最
佳平方逼近的关系，我们有如下结果：

定理 1.3. 如果 f 是周期为 2π 且在 [0, 2π]上平方可积的函数，那么 f 的 Fourier级数平方
收敛到 f . 也就是

lim
N→∞

‖f − SN(f)‖2 = 0.

进一步，我们还有
∞∑

n=−∞

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣
2

=
1

2π

∫ π

−π

|f(θ)|2 dθ.
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2 Fourier变换

2.1 从 Fourier级数到 Fourier变换

Fourier级数处理的是周期函数，那么对于非周期函数呢？如果我们将非周期函数看成
是周期为无穷的函数，这时候的 Fourier级数就应该推广为 Fourier变换.

回顾 Fourier级数的定义，假设 f 是周期为 T 且在区间 [0, T ]上可积的函数，那么 f 的
Fourier级数为

f(x) ∼ 1

T

∞∑

n=−∞
fne

2πinx/T ,

此处，

fn =

∫ T/2

−T/2

f(x)e−2πinx/T dx.

特别地，如果 f 是周期为 2πk的可积函数，那么

f(x) ∼ 1

2πk

∞∑

n=−∞
fne

inx/k, fn =

∫ kπ

−kπ

f(x)e−inx/k dx.

定义函数 f̂(w)如下：

f̂(w) :=

∫ kπ

−kπ

f(x)e−iwx dx.

由于 f̂(n/k) = fn，那么 f 的 Fourier级数可以写成

f(x) ∼ 1

2π

(
1

k

∞∑

n=−∞
f̂(n/k)einx/k

)
.

令 k → ∞. 由定积分的定义可知

lim
k→∞

1

k

∞∑

n=−∞
f̂(n/k)einx/k =

∫ ∞

−∞
f̂(w)eiwx dw.

因此，只要 f ∈ L1(R)，就有

f(x) ∼ 1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(w)eiwx dw,

其中
f̂(w) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iwx dx, w ∈ R. (1)

我们称按 (1)式所定义的 f̂(w)为函数 f 的 Fourier变换.
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2.2 Fourier变换的性质

为了描述方便，我们也用符号 F [f(x)](w)表示关于函数 f 的 Fourier变换. 容易验证如
下性质：

线性： F [cf(x) + g(x)](w) = cF [f(x)](w) + F [g(x)](w).

卷积： F [f ∗ g](w) = f̂(w)ĝ(w).

平移： F [f(x− t)](w) = e−itwf̂(w).

缩放： F [f(ax)](w) = 1
a f̂(w/a).

导函数：如果 limx→∞ f(x) = 0，那么 F [f ′(x)](w) = iwf̂(w).

利用 Lebesgue控制收敛定理，我们也容易验证: 如果 f ∈ L1(R)，那么 f̂ 在 R上一致
连续.

2.3 Fourier变换的反演

到目前为止，我们仅仅只知道 Fourier变换的定义以及一些基本性质。一个自然的问
题是：什么样的条件可以保证 f̂(w)存在？更重要的是，我们想知道下面的表达式

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(w)eiwx dw (2)

是否成立？此即 Fourier变换的反演问题.

2.3.1 Fourier变换的 L1理论

关于 f̂(w)的存在性问题，由定义，我们很容易知道
∣∣∣f̂(w)

∣∣∣ ≤
∫ ∞

−∞

∣∣f(x)e−iwx
∣∣ dx =

∫ ∞

−∞
|f(x)| dx.

因此，只要 f(x) ∈ L1(R)，则 f̂(w)存在. 但是，f̂(w)可能不属于 L1(R)，从而导致等式 (2)

的右边积分不存在. 例如：

f(x) =





e−x, x ≥ 0,

0, x < 0.

容易验证，f(x) ∈ L1(R)，但 f̂(w) = 1
1+iw /∈ L1(R).

接下来，我们介绍在什么条件下能从 f 的 Fourier变换反演出 f .

定理 2.1. 如果 f, f̂ ∈ L1(R)，那么

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(w)eiwx dw, a.e. x ∈ R.
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这里，a.e. 表示几乎处处. 特别地，上式在 f 的连续点处成立.

上述定理告诉我们，如果 f, f̂ ∈ L1(R)且 f 连续，那么等式 (2)处处成立. 另外，我们
还能得到 Fourier变换唯一性的结论：

定理 2.2. 如果 f1, f2 ∈ L1(R)，且对所有的 w ∈ R均有 f̂1(w) = f̂2(w). 那么

f1(x) = f2(x), a.e. x ∈ R.

证明. 令 f = f1 − f2. 那么 f̂(w) = f̂1(w)− f̂2(w) ≡ 0. 因此，由定理 2.1,

f(x) =
1

2π

∫

R
f̂(w)eiwx dw, a.e. x ∈ R.

从而 f1(x) = f2(x), a.e. x ∈ R.

2.3.2 Fourier变换的 L2理论

注意到，有些 L2(R)的函数并不在 L1(R)内，同时也有些 L1(R)的函数不在 L2(R)内.

可见，L1(R)与L2(R)不互相包含，但也不互相排斥. 例如，函数 f(x) = e−x ∈ L1(R)∩L2(R).
事实上，L1(R) ∩ L2(R)在 L2(R)中是稠密的.

定理 2.3. 如果 f ∈ L1(R) ∩ L2(R)，那么 f̂ ∈ L2(R)，且 ‖f‖2 = 1
2π‖f̂‖2.

证明. 令 g(x) = f(−x)，则 ĝ = f̂ . 记 h(x) = f ∗ g，则有

ĥ(w) = f̂(w)ĝ(w) = f̂(w)f̂(w) = |f̂(w)|2 ≥ 0.

另一方面，由反演公式有

‖f̂‖22 =
∫

R
|f̂(w)|2dw =

∫

R
ĥ(w)dw =

1

2π
h(0) =

1

2π

∫

R
f(x)g(−x)dx =

1

2π
‖f‖22.

事实上，上式的第三个等式还需严格的说明，这里就不展开了.

利用如下的极化恒等式

〈f, g〉 = 1

4

{
‖f + g‖22 − ‖f − g‖22 + i‖f + ig‖22 − i‖f − ig‖22

}
,

我们很容易得到如下定理：

定理 2.4. 如果 f, g ∈ L1(R) ∩ L2(R)，那么

〈f(x), g(x)〉 = 1

2π
〈f̂(w), ĝ(w)〉.
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3 离散 Fourier变换

由于连续函数无法在计算机上进行计算，因此我们通常需要对其进行离散采样。给定
N 个离散值 {x(0), x(1), . . . , x(N − 1)},我们定义其离散 Fourier变换（DFT）为

x̂(n) =
N−1∑

k=0

x(k)e−2πink/N , n = 0, . . . , N − 1.

相应的离散 Fourier逆变换为

x(k) =
1

N

N−1∑

n=0

x̂(n)e2πink/N , k = 0, . . . , N − 1.

3.1 快速 Fourier变换

通过简单的观察可知，要想计算出所有的 x̂(0), . . . , x̂(N − 1)，其计算复杂度为 O(N2).

当N 很大时，所需要的计算时间是相当长的。为此，Cooley和 Tukey提出了一个计算 DFT

的快速算法，其计算复杂度仅为 O(N logN). 为了介绍该快速算法。我们引入记号

ωN := e−2πi/N

以及多项式
X(ω) = x(0) + x(1)ω + · · ·+ x(N − 1)ωN−1.

关于符号 ωN，通过定义我们很容易验证如下性质：

（1）对任意的整数 n, k, d均有 ωdk
dn = ωk

n.

（2）对任意的偶数 n > 0,有 ω2k
n = ωk

n/2.

（3）对任意的正整数 n以及整数 n ! k,有
∑n−1

j=0 (ω
k
n)

j = 0.

利用上述记号，关于离散值 {x(0), x(1), . . . , x(N − 1)}的离散 Fourier变换可以表示为

x̂(n) =
N−1∑

k=0

x(k)ωnk
N = X(ωn

N), n = 0, . . . , N − 1.

换句话说，要得到所有的 x̂(0), . . . , x̂(N − 1)，我们只需要计算多项式 X(ω) 在点
ω0
N ,ω

1
N , . . . ,ω

N−1
N 处点值.

不失一般性，我们假设 N 为 2 的指数次方，也就是 N = 2m，其中 m 为某个正整
数。（不然，我们可以在离散数据后面添零）

快速 Fourier变换的思想为：
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（1）由于 X(ω) = X1(ω2) + ωX2(ω2)，其中




X1(ω) = x(0) + x(2)ω + x(4)ω2 + · · ·+ x(N − 2)ωN/2−1

X2(ω) = x(1) + x(3)ω + x(5)ω2 + · · ·+ x(N − 1)ωN/2−1
.

（2）因此，估计 N − 1次多项式 X(ω)在点 ω0
N ,ω

1
N , . . . ,ω

N−1
N 处点值转化为估计两个

N
2 − 1次多项式 X1(ω), X2(ω)在点 (ω0

N)
2, (ω1

N)
2, . . . , (ωN−1

N )2处点值.

（3）注意到，对任意的偶数 N > 0, 有 (ωk
N)

2 = ωk
N/2 以及 (ωN/2+k

N )2 = ωk
N/2, k =

0, . . . , N/2− 1. 因此，这一过程可以下去递归。

我们可以得到如下快速 Fourier变换的算法：

利用分而治之的思想，我们可以看出快速 Fourier变换的时间复杂度为

T (N) = 2T (N/2) +O(n) = O(n logn).

实习题：编写快速 Fourier变换的程序，并作图比较 FFT与按 DFT定义直接求法的时
间随规模 N 的变化图。
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